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Théorème. Soit (H, h·, ·i) un espace de Hilbert et K ⇢ H un convexe fermé non vide. Alors, pour tout x 2 H, il existe un
unique u 2 K tel que

kx� uk = min{kx� vk | v 2 K} (1)

De plus, u est caractérisé par la propriété :

u 2 K et hx� u, v � ui  0 pour tout v 2 K (2)

On note u = PK(x) et on l’appelle projection de x sur K.

Démonstration. 1) Existence : Soit (vn)n 2 KN une suite telle que kx� vnk ! min{kx� vk | v 2 K}. Alors, (vn)n est de
Cauchy. En effet, en appliquant l’identité du parallélogramme à x� vn et x� vm on a

����x� vn + vm
2

����
2

+

����
vn � vm

2

����
2

=
1

2

⇣
kx� vnk2 + kx� vmk2

⌘

Or, vn+vm
2 2 K donc

��x� vn+vm
2

�� � min{kx� vk | v 2 K}. Par conséquent,
�� vn�vm

2

��2  1
2

⇣
kvn � xk2 + kvm � xk2
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min{kx� vk | v 2 K} ! 0 quand n,m ! +1. Il existe donc u 2 K tel que min{kx� vk | v 2 K} = kx� uk.
2) Caractérisation de u. Soit u vérifiant (1) et w 2 K. On a v = (1 � t)u + tw 2 K pour tout t 2]0, 1] et donc kx� uk 

kx� (1� t)u� twk = k(x� u)� t(w � u)k d’où

kx� uk2  kx� uk2 � 2thx� u,w � ui+ t2 kw � uk2

soit 2hx� u,w � ui  t kw � uk2 pour tout t 2]0, 1] donc on obtient (2).
Réciproquement, si u vérifie (1) alors on a

ku� xk2 � kv � xk2 = 2hx� u, v � ui � ku� vk2  0

donc ku� xk  kv � xk pour tout v 2 K.
3) Unicité : Soient u et u0 vérifiant (2). On a hx�u, v�ui  0 pour tout v 2 K et hx�u0, v�u0i pour tout v 2 K. On obtient

donc en remplaçant v par u0 dans le première expression et v par u dans la deuxième, puis en additionnant hu�x+x�u0, u�u0i  0
d’où u = u0.

Proposition. L’application PK : H ! K est 1-lipschtizienne.

Démonstration. Soient x, y 2 H. Alors, pour tout v 2 K, hx� PKx, v � PKxi  0 et hy � PKy, v � PKyi  0. En remplaçant v
par PKy dans le première inégalité et y par PKx dans la deuxième et en additionnant, on a hPKx�x+y�PKy, PKx+PKyi  0
donc kPKx� PKyk2  hx� y, PKx� PKyi et kPKx� PKyk  kx� yk.

Proposition. Soit M ⇢ H un sous-espace vectoriel fermé tel que M 6= {0}. PM est un opérateur linéaire continu et kPMk = 1.
KerPM = M? et H = M? �M .

Démonstration. Soit x 2 H. Montrons que u = PMx ,
(
u 2 M

hx� u, vi = 0 8v 2 M

“)” On a hx� u, v � ui  0 pour tout v 2 M et donc hx� u, tv � ui  0 pour tout v 2 M et pour tout t 2 R. Il en résulte
que hx� u, vi = 0 pour tout v 2 M .

“(” Alors on a hx� u, v � ui = 0 pour tout v 2 M .
Ainsi, si x, y 2 M et � 2 R, alors PM (x) + �PM (y) 2 M et pour tout v 2 M ,

0 = hx� PMx, vi+ �hy � PMy, vi
= hx� �y � PMx� �PMy, vi

donc PM (x+ �y) = PM (x) + �PM (y) donc PM est linéaire. De plus, pour tout x 2 M ,

kPMxk = kPMx� PM0k  kx� 0k = kxk

1



donc PK est bornée donc continue et kPMk  1. Pour tout x 2 M , PMx = x donc kPMk � 1.
Soit x 2 KerPM et v 2 M . hx, vi = hx� PMx, vi = 0 donc x 2 M?.
Soit x 2 M?, alors 0 2 M et hx� 0, vi = 0 pour tout v 2 M donc PMx = 0.
Soit x 2 H, alors x = PMx + x � PMx. PMx 2 M et pour tout v 2 M , hx � PMx, vi = 0 donc x � PMx 2 M? = KerPM .

Ainsi H = M +M?. Comme M \M? = {0M}
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