Théoréme de projection dans un Hilbert
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Théoréme. Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert et K C H un convexe fermé non vide. Alors, pour tout x € H, il existe un
untque u € K tel que
l& — ull = min{[|z — || [ v e K} (1)

De plus, u est caractérisé par la propriété :
u€ K et (x —u,v—u) <0 pour tout v e K (2)
On note u = Pk (x) et on Uappelle projection de x sur K.

Démonstration. 1) Existence : Soit (v,), € K" une suite telle que ||z — v,| — min{||z —v|| | v € K}. Alors, (v,), est de
Cauchy. En effet, en appliquant 'identité du parallélogramme a z — v,, et  — v,,, on a
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Or, &4t» ¢ K donc Hx—%“ > min{|lz —v| | v € K}. Par conséquent, |

szt |[* < 4 (Jlow — o + o — al*) —
min{||z —v|| | v € K} = 0 quand n,m — 4o0. Il existe donc u € K tel que min{||x —v|| |v € K} = ||z — u||.

2) Caractérisation de u. Soit w vérifiant (1) et w € K. On a v = (1 — t)u + tw € K pour tout ¢ €]0,1] et donc ||z — ul| <
|z — (1 —t)u —tw| = [|[(x —u) — t(w —u)| d'ou

lz —ul® < llo = ul® = 2tz — u,w = w) + ¢ |lw —u|)®

soit 2(x — u, w — u) < t |lw — u||® pour tout ¢ €]0,1] donc on obtient (2).
Réciproquement, si u vérifie (1) alors on a

lu = 2|* = flo = 2]* = 2(z — w0 — ) = lu—v]* <0

donc [ju — z|| < |jv — z|| pour tout v € K.

3) Unicité : Soient w et w’ vérifiant (2). On a (z —u,v—u) < 0 pour tout v € K et (x —u',v—u’) pour tout v € K. On obtient
donc en remplagant v par u’ dans le premiére expression et v par u dans la deuxiéme, puis en additionnant (u—z+z—u',u—u’) <0
d’ot u = u'. O

Proposition. L’application Pk : H — K est 1-lipschtizienne.

Démonstration. Soient x,y € H. Alors, pour tout v € K, (x — Pxx,v — Pxx) <0 et (y — Pxy,v — Pxy) < 0. En remplacant v
par Pky dans le premiére inégalité et y par Pk dans la deuxiéme et en additionnant, on a (Pxx —x+y— Py, Pkx+ Pry) <0
done || Pz — Pgy||* < (z —y, Pxw — Pxy) et | Pxx — Pyl < ||z —yl. O

Proposition. Soit M C H un sous-espace vectoriel fermé tel que M # {0}. Py est un opérateur linéaire continu et || Pys|| = 1.
KerPyy =Mt et H=M' @ M.

ueM
(x—u,v)=0 YveM
“=” On a (x —u,v —u) <0 pour tout v € M et donc (z — u,tv —u) < 0 pour tout v € M et pour tout t € R. Il en résulte
que (z — u,v) = 0 pour tout v € M.
“<” Alors on a (r — u,v — u) = 0 pour tout v € M.
Ainsi, si z,y € M et A € R, alors Py () + APy (y) € M et pour tout v € M,

Démonstration. Soit x € H. Montrons que u = Pyx <

0 = (z— Pyz,v)+ Xy — Pyy,v)

donc Pys(x + Ay) = Py(x) + APa(y) done Py est linéaire. De plus, pour tout x € M,
[Py|| = [[Pyx — PaOf <l =0 = |||



donc Pk est bornée donc continue et ||Pys|| < 1. Pour tout « € M, Pyz = x donc || Py|| > 1.

Soit z € KerPy et v € M. (x,v) = (v — Pyz,v) =0 donc x € M+.

Soit z € M+, alors 0 € M et (x — 0,v) = 0 pour tout v € M donc Pz = 0.

Soit x € H, alors x = Pyx +x — Pyx. Pyyr € M et pour tout v € M, (x — Pyx,v) = 0 donc @ — Pyx € M+ = KerPyy.
Ainsi H = M + M*+. Comme M N M+ = {05}

Lecgons concernées

213 Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications
219 Problémes d’extremums

253 Utilisation de la notion de convexité en analyse.

Références

[1] HaIm Brezis. Analyse fonctionelle Théorie et applications. Masson.



