Résolution d’'une équation différentielle linéaire
d’ordre 2
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Proposition. Soit (E) : zy” + 2y —2xy = 0 ot y : R* — R est deux fois
dérivable. Alors, l’ensemble des solution de (E) sur R% et sur R* est de la
forme {A1f1+ Aafo | A1, A2 € R} avee, pour tout x € R*,

fulw) = chix)
folz) = shx;v)

Schéma de la preuve :
1. Recherche d’une solution développable en série entiére
2. Calcul du rayon de convergence et calcul de la somme

3. Recherche de 'autre solution par la méthode de variation de la constante

Démonstration. 1) Soit f(z) = Z anz™ solution de (E). Alors on a
n>0

IZ n(n — Dap,z™ 2 42 Z naz" "t —x Z anz” =0

n>0 n>1 n>0

b Z n(n+ Dapp1z™ + 2 Z(n + Dayp2™ — Z p_12" =0

n>1 n>0 n>1

& a1 =0 Vn e N
(n(n+1)4+2(n+1))apy1 —ap—1=0

azn+1 =0 Yn € N
(n+1)(n+2)apt1 = an-1

Montrons par récurrence que ao, = %Vn eN

n =0 : trivial
n — n+ 1 : On suppose que az, = % Alors agpi2 = Mm =

%, ce qui achéve la récurrence.



2) On applique le criere de d’Alembert a la suite (agp)nen :

~ ael (2n+1)! 1 0
~ (2n+3)! lao]  (2n+2)(2n + 3)

A2n4-2

a2n

donc R = +oo (Attention! Si on avait eu une limite égale 42, on n’aurait pas
eu R = +00).

3) On recherche une solution de la forme y(z) = z(z) f2(x). On replace dans
I’équation :

2(2 fo + 22 f) + 2f3) +2(2 fa+ 2fy) —w2fa =0
& 2 (afa) + 2/ (2af5 + 2f2) + 2(2f) +2f; —xfo) =0

s 2 (xf) + 2 xfy +2f2) =0

~ach(z) — sh(z) n 2sh(ac)

& 2"sh(z) + 2/ (22 )=0
& 2"sh(z) + 22'ch(z) =0

On pose u = 2/, on a alors

u _2ch(m)
u sh(x)
Or, [ —258 i = ~2In(jsh(x)]) = In( h%)‘) done In |u| = K - In( ﬁm‘) avec
K € R. Donc u = bhﬁ‘ﬁ et z = Sh’z\ﬁdm = /\12252) + Xy avec A, X2 € R.
Finalement, on a
ch(x sh(x
@) = 2@ o) = 2 B 4, B

O

Legons concernées

221 Equations différentielles linéaires. Systémes d’equations differentielles
lineaires. Exemples et applications.

243 Convergence des séries entiéres, propriétés de la somme. Exemples et
applications.

Remarque. 1l n’y a rien de bien difficile dans cette résolution de cette équation
différentielle. Ce développement posséde le mérite d’étre original (personne ne
fera exactement cette équation) et de permettre de se souvenir comment ré-
soudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficents non constants.
Par contre, je n’ai pas de référence, donc il faut bien le préparer en amont.



