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On souhaite étudier la suite définie par récurrence de la manière suivante :

(
u0 2 R
un+1 = sin(un) 8n 2 N

On commence par supposer que u0 2 [�1, 1], ce qui ne nous fait pas perdre de généralité. En effet, si | u0 |> 1,
on a de toute manière u1 2 [�1, 1] donc en posant vn = un+1 pour tout n � 0, on se ramène au cas précédent. On
suppose en plus que u0 � 0. Si u0 < 0, comme [�1; 0[ est stable par sin, on a un < 0 pour tout n 2 N et donc en
posant vn = �un, comme on a sin(�un) = �sin(un) pour tout n, on se ramène à l’étude dans le cas où u0 2]0; 1].
On suppose enfin que u0 > 0 car si u0 = 0, alors un = 0 pour tout n.
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Démonstration. sin : [0; 1] ! [0; 1] est contractante. En effet, soient x, y 2 [0; 1]. D’après la formule de Taylor-
Lagrange à l’ordre 1, il existe c 2]0; 1[ tel que |sinx� siny| = cosc |x� y| < |x� y|. D’après le théorème du point
fixe sur un compact, la suite (un)n converge vers l’unique point fixe de sin qui est 0. On applique la formule de
Taylor-Young :
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Ainsi, la série
P
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On pousse un peu plus le développement de Taylor-Young :
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De plus, la série
P 1
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On obtient le développement asymptotique souhaité un =
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Leçons concernées :
218 Applications des formules de Taylor.
223 Convergence des suites numériques. Exemples et applications.
224 Comportement asymptotique de suites numériques. Rapidité de convergence. Exemples.
226 Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération un+1 = f(un). Exemples.
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